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Polynomes a une indéterminée

K désigne le corps R ou C.

1. L'ensemble K|[X]|

r.1. Suite presque nulle

Définition :
On appelle polyndme a 1 indéterminée a coefficient dans K toute suite (a,), ., € K" telle que :
ANeN telqueVn>N, a,=0.

Opérations :

Soient A=(a,),. et B=(b,),

ANeN tel que V>N, a,=0 AMeN tel que Vn>M ,b,=0

C=A+B C=(c,),ex VneN, c,=a,+b

n n

D=AXB D=(d,),., VneN, d,=> ab,_,

k=0
E=A.A E=(e,),eyx VneN, e,=A.a,

Proposition :

A+B , AXB et A.A sont des polyndmes.

Preuve :

1l est évident que (c, ), (d,),(e, )K"

Il reste a prouver qu'elles sont presques nulles.
Y n>max(N,M), c¢,=a,+b,=0

Y n>N, e,=A.a,=0
VI’I>N+M, d Zaknk_zak nk+zak Ilk_O
k=0 k=N+1 :‘
- =
car n—ks<sn—-N<M car k=N+1>N
Remarque :
N-—1 N+M
dy,y= Z a by oy Tayb,+ Z A byry
— k=N+1 =2
- =
car N+M—k=M+1>M car k>N
Donc dy.,=ayb,,
Propriétés des opérations :
+ : loi associative et commutative
neutre : (0,0,0,...,0,0) = 0
opposé : —(ay,...,ay,0,...,0) = (—a,,...,—ay,0,...,0)

X : loi associative et commutative
neutre : (1,0,...,0) = 1

Distributivité entre + et X .

Remarque :

(0,1,0,...,0)" = (0,...,0, 1 ,0,...,0)

rang n



Définition :
Soit A = (a,,4q,,4a,,...,a,,0,...,0)

A = q,(1,0,0,...,0)+a,(0,1,0,...,0)+4,(0,0,1,0,...,0)+...4+4,(0,...,0,1,0,...,0)
On note X=(0,1,0,...,0)
Alors A = a()+a1X+a2X2+...+anX"

X est appelée I'indéterminée.
On note K| X | I'ensemble des polyndmes 2 une indéterminée a coefficients dans K.

Propriété :
‘ (K[X],+,X) estun anneau commutatif.

Remarque :
Soit A=a,+a,X+a,X’+..+a, X"
A=0 < (ay,a,,...,a,0,...,0)=(0,0,0,...,0) & VkeN, a,=0.

r.2. Degré

Définition :
Soit PeK[X |, P=(a,),cy
Si P#0, on appelle degré de P et on note deg(P)le plus grand entier n tel que a,#0.
Si P=0, on pose par convention que deg(P)=—oo0.

Définitions :
— On appelle polyndmes constants les polyndmes de degré inférieur ou égal a 0.
— On dit qu'un polyndme est unitaire ou normal si son terme de plus haut degré est 1X X".
— On appelle coefficient dominant le coefficient du terme de plus haut degré.

Proposition :
VP,Q €K[X]
1. VA€K", deg(A.P)=deg(P)
2. deg(PQ)=deg(P)+deg(Q)
3. deg(P+Q)<max(deg(P),deg(Q))
Si deg (P )#deg(Q), alors deg(P+Q)=max (deg(P), deg(Q)).

Preuve :

n=deg(P)>0, m=deg(Q)>0, P=a,+a, X+...+a X", a,#0, Q=b,+b X+...+b X", b #0, VA#0 :
. AP = Ada,+A.a,X+..+A.a,X" donc deg(A.P)=n

[—
#0

2. D=PQ VNk>n+m, d,=0etd,,  =a,b,#0 donc deg(PQ) = n+m = deg(P)+deg(Q)
3. C=P+Q «¢,=a,+b, Vk>max(n,m), c¢,=0 donc deg(P+Q) < max(n,m)
Si deg(P)#deg(Q), parex. n<m : ¢,= a, +b,=b,#0 donc deg(P+Q)=m=max(deg(P),deg(Q))

=0

Remarque :
Si P=0 : deg(P)=—o
PXQ=0 deg(PXQ)=—ow=—o+deg(Q)
P+0=0Q deg(P+Q)=deg(Q)= max(~,degQ)

Corollaire :
(K|[X],+,X) estintegre, c'est-d-dire : PXQ=0 = P=0 ou Q=0.

Preuve :

Par contraposition : P#0 et Q#0 = PXQ#0

deg(P)>0 _, gog(PxQ)=deg(P)+deg(0)>0 = PXxQ+0.

P#0 et Q#0 =
deg (Q)=0



Définition :
On note K [ X | I'ensemble des polyndmes de K| X | de degré inférieur ou égal a n.

Proposition :

‘ (K [ X],+) est un sous-groupe de (K[X], +).

n

Preuve :
-K,[X]|cK[ X]
—deg(0)=—o00 donc 0€K,[X | donc K, [ X |# &
~VP,QeK,[X]
deg (P—Q)=deg(P+(-Q))
<max (deg(P), deg(—Q))
<max (deg(P),deg(Q)) Or, deg(P)<n et deg(Q)<n
<n
Donc (P—Q)€K,[X], donc K,[X] est un sous-groupe de K[ X].

Remarque :
deg(P) 0
On peut toujours écrire P = z a, X F= Z a, X * " (somme finie).
k=0 k=0

1.3. Dérivation

Définition :

Soit P=) a, X" €K[X]

k=0

On appelle polyndome dérivé et on note P 'ZZ ka, X =l
k=1

ZZkakafl .
k=0

Proposition :

V P,0eK|[X]|, VA, uekK
1. (AP+pQ)'=AP'+uQ’
2. (PQ)'=P'Q+PQ’

Preuve :
max(n,m)

1. P=> a X, Q=D b X', R=AP+uQ= ». (Aa,+ub)X"
k=0 k=0 k=0

Alors R'=Y k(Aa,+ub) X" '=D (Aka, X" "+ukb X" )=2D ka, X" '+uD kb, X' =AP +puQ".
k=1 k=1 k=1 k=1
2. Soit S=P-Q
1 cas: Q=X" (cas particulier d'un mondme)

S=P-X*=) a,X"X*=) a, X"

i=0 i=0
S'=Y a(i+k)x™" 0'=kx"""  P'=) aiX"" (=0sii=0)
i=0 i=0
P'O+PQ'=2a;iX 'X'+2 a0, X'k X" '=2 a,(i+k)X™ =5 '=(PQ)’
i=0 i=0 i=0
2°™ cas : cas général

0=> bx" s=P0=) bPX"
k=0 k=0

S'=> b (PX")" (dapresle 1.) S'=Y b (P'X“+PkX"=P' D bt X"+PD> b kX"
k=0 k=0 k=0 k=0

Dot S'=P'Q+PQ".



Proposition : Remarque :

deg(P') = deg(P)—1 si deg(P)>1 (P nonconstant)  On appelle dérivée n“™ de P et on note :
= —oo sinon. P"'=P si n=0
=P'sin=1
Corollaire :

— (n=1)\r_ nn—1) -
H P est constant < P'=0. =(P" ) =(P") sin=2

Proposition :
deg (P")=deg(P)—n si deg(P)=n
=—o0 si deg(P)<n

Proposition :

V P,0eK[X]|, VA,ueK, VneN
1. (AP+u0)"=aP" +u0"

n

2. Formule de Leibniz: (PQ)"'=)

k=0

n

P(k) Q(n—k> Corollaire :
k

PEK, [X] & P"=0

Preuve de la formule de Leibniz :
Récurrence sur n :

—Pour n=0 : (PQ)(O):P 0 :P(O)Q(O) La proposition est vraie au rang 0.
— Supposons n€N et la proposition vraie au rang n

(PQ) (n+1) ((PQ) ) Z n P(k)Q("—k) /:Z n (P(k)Q("—k))':Z n (P(k+1)Q(i1—k)+P(k)Q(n—k+1))
i=o |k i=o |k i=o |k
n+1 n n
:Z n (k)Q(n—(k—l)))+z n (P(k)Q(n+1—k)):z n + n (P(k)Q(n+1—k))+P(11+1)Q+PQ(n+l)
=1\ k— k=0 |k =1 \k—1 k

n+l1
La proprlete est vraie au rang n+1.
En vertu du principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n€N.

n+1

n+l k)

Proposition : Formule de Taylor :

V PeK, [X]|, VaeK

n k)a n
PZkZ;)PTi)(X—a)k ou P(a+X):];)P

Preuve :

Récurrence sur n :
0

P
—Pour n=0 : P=c kZ:(:) o1

— Supposons n€N et la propriété vraie au rang n.
Soit PeK, [ X]
[0S [ ]tel que P=Q+cX""

(a)

(X—a)’=c=P  La propriété est vraie au rang 0.

n+1 n+l1 n+1 n+l1 (k) n+1 n+1\(k)
E= Z ) Z(Q+ cX ) ( )(X—a)k: Q (a)(X_a)k+Z(CX ) (a)(X—a)k
! ~ k! = h = k!
QeKn[ ] = 0""'=0
(X”H)(k):(nJrl)n(n—l)...(n+2—k)X”“k:i(n(ilei)k!)’X””_k si k<n+1

=0 si k>n+1
=(n+1)! si k=n+1

S Q(k)(a) © l’l+1 n+17k k
E= X— X — =0+
k;) o (X-a) Z ri—m  (Xma)=0 ,;)

:Q+c(a+X—a)"“:Q+cX"“:P
La propriété est vraie au rang n+1.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n€N.

n+l1

n+1 an+1—k(X_a)k




2. Arithmétique dans K[X]|

2.1. Diviseurs et multiples

Définition :

Soient A, BEK|[X]. On dit que A divise B ou que B est un multiple de A si AP€K| X | tel que B=PXA.

Remarque :

Les éléments inversibles de 1'anneau K| X | sont les diviseurs de 1, c'est-a-dire K*.

Si AB=1 :

= : deg(A)+deg(B)=0 = degA=0 = Fc€K" tel que A=c

A==

< : Si A=c etque ceK”
Cc

Remarque :
Si on note AK|X | les multiplesde A,ona:

AlB < BK[X|cAK|X].

Définition :
Deux polyndmes A et B sont dits associés si A|B et B|A.

Preuve :
Proposition : 1. & 2. : d'apres la remarque
Soient A, BEK[X]. 1.=3. : 3P, 0€K|X]| telsque B=PAet A=Q0B : B=PQB
Les assertions suivantes sont équivalentes : si B=0et A=0, c¢=1 convient
1. A|B et BJA sinon PQ=1,P et Q€K" donc c=Q et A=cB
2 AK[X|=BK[x] 3.5 1.: A=cB = Bl[A B=-A = AlB 0
% . . A= =— *
3. dceK telque A=cB. - B = B c = A4 ¢
2.2.  Division euclidienne
Théoreme :
Soient A, BEK|[X] avec B#0, alors il existe un unique couple de polyndmes (Q, R) tel que
(A=BQ+R
[deg(R)<deg(B)
Preuve :
— Existence :
- 1% cas : B est un polyndme constant non nul : B=h€K"* VA€K|X], A:%Xb+0 : R=0et %:QEK[X]
- 2% cas: deg(B)=p>0 peN*
A=BQ+R
H, : YA€eK,|[X], 3(Q,R)eK[X] tel que

- H, , estvraiesi deg(A)<p—1<p=deg(B) A=BX0+A

- Supposons n€N, n=p—1 et H, vraie

n+1

Soit A€K,,,[X] : A=a,. X" +A4, a, X" +A, |B=b, X +.. . +b
Ou A €K, [X], a,,, €K On pose ladivision: —q  x""'4
= A2
(deg(A2)<n)
a
A2:A—b"—“X"“_”B €eK,[X| = 3(0,,R,)eK|[X] tel que A,=BQ,+R, et deg(R,)<deg(B).
14
a a

A=BQ,+R,+ ;*‘ X" =L X"+ 0, |B+R,=BQ+R

p
La propriété est vraie au rang n+1.

p

Par récurrence, la propriété est vraie pour tout 7.



—Unicité : Si A = BQ,+R, = BQ,+R, avec deg(R,)<deg(B) et deg(R,)<deg(B)
(Q,—Q,)B=R,—R, donc deg(R,—R,) < max(deg(R,),deg(R,)) < deg(B)
deg((Ql_Qz)B):deg(Ql_Q2)+deg(B) = deg(Ql_Q2)<0 = deg(Ql—Qz):—oo = Q1:Q2 et R1:R2'

2.3. Diviseurs communs

Définition :
On désigne par & (A) l'ensemble des diviseurs d'un polyndme A.

Lemme :

| Si A et B sont deux polyndmes avec B#0, si R désigne le reste de A par B, alors 7 (A)NZ (B)=2(B)NZ(R).

Lemme :

| Si A estun polyndme, alors 7 (A)NZ (0)=2Z (A)

Algorithme d'Euclide :
Onnote R,=A et R,=B, de sorte que 7 (A)NZ(B)=Z(R,)NZ(R,).
— Etape 1 :
—Si R,=0,0ona Z(R,)NZ(R,)=Z(R,).
— Sinon, on divise R, par R,¢é, ce qu'on écrit R,=0Q, R, + R, avec deg(R,)<deg(R,).
Onaalors Z(R,)NZ(R)=Z (R)NZ(R,).
Si l'algorithme n'est pas achevé avant 1'étape k, celle-ci se déroule de méme :
— Etape & :
—Si R,=0,ona Z (R, )NZ(R,)=Z(R,_,).
— Sinon, on divise R, | par R, ce qu'on écrit R, =0, R, +R,,, avec deg(R, ) <deg(R,).
Onaalors Z (R, )NZ(R)=Z(R)NZ(R,.,,).
La suite des entiers deg(R,) étant strictement décroissante, il existe un rang N tel que R, =0 et deg(R,)>0.
Onaalors Z(R,)NZ (Ry)=Z (R, )NZ(0)=Z (R,).
On retient : les diviseurs communs a A et B sont les diviseurs du dernier reste non nul de l'algorithme.

Proposition :
Pour tout couple de polyndme (A, B), il existe un unique polyndme unitaire (ou nul) D tel que :
1. D divise A et B

2. Tout diviseur de A et B divise D.

Preuve :

— Unicité :
Si D et D' vérifient les conditions, D divise A et B, c'est donc un diviseur commun de A et B donc D divise D".
De méme D' divise D. Par conséquent, D et D' sont associés, étant unitaires, ils sont égaux.

— Existence :
Soit R, le dernier reste non nul de 1'algorithme d'Euclide, ona & (A)NZ (B)=2 (R,,).
Donc R, divise A et B et tout diviseur de A et B divise R,. Il suffit de diviser R, par son coefficient dominant
pour obtenir un polyndme unitaire.

Définition :
Cet unique polyndme est appelé plus grand commun diviseur de A et B. On le note AA B.
C'est le dernier reste non nul de 'algorithme d'Euclide.

Proposition :
Pour tout couple de polyndme (A, B), il existe un couple (U, V) de polyndmes (mais pas unique) vérifiant

I'égalité de Bézout: U A+V B=AAB.
On peut s'inspirer de la preuve dans 7Z pour cette proposition.

Remarque :
On obtient U et V de la méme maniere que dans Z.



2.4. Polynémes premiers entre eux

Définition :
On dit que deux polyndomes A et B sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1,
c'est-a-dire si les seuls diviseurs communs 2 A et B sont les polyndmes constants non nuls.

Théoréeme de Bézout :

On considere un couple (A, B) de polyndmes. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Les polyndbmes A et B sont premiers entre eux
2. Il existe deux polyndémes U, V telsque U A+V B=1.

Théoréeme de Gauss :
On considere trois polyndmes A, B, C.
Si A divise BC etsi A est premier avec B, alors A divise C.

Corollaires :
1. Si A et B divisent C etsi A et B sont premiers entre eux, alors A Bdivise C.

2. Si Aet C ainsi que B et C sont premiers entre eux alors A B et C sont premiers entre eux.

Proposition :
Pour tout polyndmes non nuls A, B et D unitaires, D=AAB si et seulement s'il existe des polyndmes A, et B,
telsque: A=DA,,B=DB, et A AB,=1.

2.5. PPCM

Proposition :
Pour tout couple (A, B) de polyndmes, il existe un unique polyndme unitaire (ou nul) M tel que :
1. M estun multiplede A et B.
2. tout multiple de A et B est un multiple de M.

Preuve :
— Existence :
Le cas ou I'un des deux polynémes A et B est nul est immédiat.

Sinon, soit D le PGCD de A et B, on peut écrire A=aD A’ et B=b DB’ ou a et b sont les coefficients
dominants de A et B etavec A'AB'=1

Considérons alors le polynbme M=DA'B'= a‘;—% on constate que :
AB' _A'B
a b
— Tout multiple N de A etde B estun multiple de M.
En effet,si N=U A=V B avec U,VEK|X]|,ona UA'=V B’ en simplifiant par D. Donc A’ divise VB".
Comme il est premier avec B', il divise V (théoréme de Gauss). Ainsi, il existe K€K|X| tel que V=K B"'.
D'ou N=UA=KDA'B'=KM.
— Unicité :
Si M et M ' vérifient 1. et 2. , chacun d'eux est un multiple de A etde B.
M ' estun multiplede A et B = M 'est un multiple de M, et de méme, M est un multiple de M .
Ainsi, M et M ' se divisent l'un l'autre , ils sont donc associés, et comme ils sont unitaires, ils sont égaux.

— C'est un multiplede A et B car M=DA'B'=

Définition :
Cet unique polyndme est appelé plus petit commun multiple de A et B. On le note AVB.
Nestnulsi B estnul: AV0O=0.

Proposition :
Pour tout couple de polyndme (A, B), de coefficients dominants a et b, on a :
ab(AVB)(AAB)=AB




2.6. Polynoémes irréductibles

Définition :
On dit qu'un polyndme non constant P €K | X | est irréductible dans 1'anneau K| X | si ses seuls diviseurs sont les
inversibles et les polyndmes associés 4 P, c'est-a-dire si: VA, BEK|[X|, P=AB = deg(A)=0 ou deg(B)=0.

Lemme :
| Tout polyndme non constant possede au moins un diviseur irréductible.

Preuve :

Récurrence sur n=deg(P) :
Pour n=1, le résultat est acquis puisqu'un polyndme de degré 1 est irréductible.
Supposons n=1 et le résultat vrai pour tout polyndme non constant de degré inférieur a n. Soit P de degré n+1 :
—Si P estirréductible, le résultat est vrai
— Sinon, il existe A, BEK|X] tels que P=AB ot 0<deg(A)<n+1 et 0<deg(B)<n+1.

On applique 1'hypothese de récurrence 2 A ou B : il existe un polyndme irréductible divisant A ou B donc P

Le résultat est vraie au rang n+1.

Par récurrence, tout polyndéme non constant possede un diviseur irréductible.

Lemme :
On considere un polyndme irréductible unitaire P et un polyndme A. Alors :
1. Soit P ne divise pas A, ce qui équivauta PAA=1;
2. Soit P divise A, ce qui équivauta PAA=P.

Preuve :
L'ensemble des diviseurs communs a un polyndme A et un polyndéme irréductible P est évidemment inclus dans
I'ensemble des diviseurs de P, qui sont les polyndmes constants non nuls et les polyndmes associés a P.
Il en résulte que le PGCD de A etde P estégalicia 1 oua P, d'ou les cas suivants:
— Soit P divise A, et ceci équivauta PA A=P. En effet, PA A=P, alors P divise A, et inversement,
si P divise A, il divise A et P donc il divise PAA. Comme PAA=1 ou P,onaalors PAA=P.
— Soit P ne divise pas A, et ceci équivaut a P A A=1. En effet, il suffit de contraposer le résultat précédent.

Lemme :
On considére un polyndome irréductible et des polynémes A ,..., A (n>1).
Si P divise le produit A,,..., A, alors il divise I'un des facteurs A ,..., A .
Preuve :

Par I'absurde, si P ne divise aucun des facteurs A,, A,,..., A , alors il est premier avec chacun d'entre eux, donc avec
leur produit (d'apres un corollaire du théoréme de Gauss). Mais il ne divise plus leur produit, d'ou la contradiction.

Théoréme fondamental de I'arithmétique dans K|[X|

Pour tout polyndme A non constant, il existe un entier m=>1, m polyndmes irréductibles unitaire P,,..., P
m entiers positifs r,,...,r, tel qu'on ait :

A=AP|P}---P (AeK™)

C'est une factorisation de A en produit de polyndmes irréductibles, et celle-ci est unique, a I'ordre pres.

m

Remarque :
Le scalaire A est le coefficient dominant de A.

Preuve :
— Existence de la décomposition : on procede par récurrence sur n=deg(A):
Pour n=1, A estde degré 1 donc irréductible, il suffit de sortir le coefficient dominant.
- Supposons n=1 et le résultat vrai pour tout polyndme de degré inférieur a n. Soit A de degré n+1.
Si A estirréductible, il suffit de le diviser par son coefficient dominant. Sinon, A posse¢de un diviseur
irréductible P et A s'écrit A=PQ,etona 1<deg(Q)<n.On peut appliquer I'nypoth&se de récurrence 2 Q.
On a alors une factorisation de A en produit de polyndmes irréductibles. Le résultat est donc vrai au rang n+1.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n=1.



— Unicité de la factorisation : on procede par récurrence sur n=deg(A):

- Pour n=1, A étant irréductible, le résultat est vrai.
- Supposons n=1 et le résultat vrai pour tout polyndme de degré inférieur a n. Soit A de degré n+1.

Supposons que A ait deux factorisations distinctes : A = APMPy... P = AQVQF...00

Le polyndme irréductible P, divise A, il divise donc le produit Q,'Q,’...Q;"¢ donc I'un des facteurs Q, ..., Q,,
par ex. Q, quitte a changer la numérotation. Le polyndme irréductible P, divise le polyndme irréductible Q,
Ils sont donc associés, et étant unitaires, ils sont égaux. On peut alors simplifier 1'égalité précédente par P,
APYTPYL Py = Q)T 0y 0)

Il s'agit d'un polynome de degré strictement inférieur a n+1 donc inférieur a n : on peut donc lui appliquer

I'hypothese de récurrence. On a donc m =k et quitte a changer la numérotation, P,=Q,, P,=0Q,,...,P,=0,,

et o,—1=8,—-1,x,=8,,...,x,=B,,. Lerésultat est donc vrai au rang n+1.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n=>1.

Remarque :
Comme dans Z, on établira que :

— Les diviseurs de A sont du type D= P{' P5’... Pl" ot u€K" et d,€[0,r.] (1<i<m).
— Les PGCD et PPCM de deux polyndmes peuvent étre obtenus a partir de leurs factorisations en produit de
polynomes irréductibles.

3. Fonction polynomiales et racines

3.1. Isomorphisme

Définition :
On appelle fonction polyndmiale toute fonction f, définie sur K, telle que :
AneN, a,,...,a,€K, x€K telsque f(x)=a,+a,x+...+a,x".
On note .77, I'ensemble des fonctions polyndmiales sur K.

Proposition :

K[X],+.x) - 7(K,K)=(K"+ x)
[ " n est un isomorphisme injectif d'anneaux.

PZZaka — f(x):Zakxk
k=0 k=0

Preuve
’ (P(l) = x—1 = 1]1(K
max(n, p) n+p k
- VP,0eK[X ZakX 0= be P+Q= Z (@ +b )X PQO=D. D (ab, )X*
k=0 i=0
max(n p) n P
@(P+Q) = x— Z (ak+bk)xk = x|—>2akxk+z bkxk = XHZaka-i-tz kak
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
= @(P)+¢(Q)
n+p | k
(PQ)=x—), Z(abk )|xt= xHZax xHbe’— (P)@(Q)
k=0 \i= i=0 Jj=0

PeKer(p) © @(P)=x—0 < ‘v’xEK,Z a,X"'=0

k=0
On évalueen x=0 : a,=0, ondérive: Vx€K, a,+2a,x+...+na,x"", onévalueen 0 : a,=0
De proche en proche, VAkEN, a,=0 = P=0 = ¢@(0)=x—0 Ker(¢p)=[0]



Corollaire :
1. 2,(=Im(q)) est un sous anneau de K*

2. ¢ réalise un isomorphisme d'anneau de K|[X | sur .2 .

3.2. Racines

Définition :
On dit qu'un scalaire a€ K est une racine (ou un zéro) d'un polyndme P si P(a)=0.

Proposition : Preuve :

‘P(a)ZO & X—alP. < : X—alP & AQeK[X] tel que (X—a)XQ=P P(a)=(a—a)Q(a)=0
Remarque : = : 3(Q,R)eK[X ] tel que gz()li—ad)Q—}—;
Le reste de la division euclidienne eg(R)<deg(X—a)
de P par X—a est Pla). deg (R)<deg(X —a) = R=c donc P(a)=c
Or, P(a)=0 donc R=0 donc X—alP.

Proposition :
Soient PEK|[X], a,,a,...,a, n scalaires deux a deux distincts. Les assertions suivantes sont équivalentes :

. (X—a)(X—a)...(X—a,)|P
2. P(a,)=P(a,)=...=P(a,)=0.

Preuve :
l.= 2. : 30eK|[X]tel que P=(X—a,)(X—a,)...(X—a,)0 Vke[l,n], P(a,)=0
2. = 1. : Récurrence sur n :
- Pour n=1: voir proposition précédente
- Supposons n=1 et la proposition vraie au rang n
Soient a,,...,a,,, n+1 racines distinctes de P, P(a,,,)=0 < IQeK|[X|telque P=(X—a,,,) 0
Vke[l,n], 0=P(a;)=(a,—a,.,)Q(a;) donc Q(a,)=0
#0
On applique I'hypothese de récurrence 2 Q : ISe€K|[X] tel que 0=(X—a,)(X—a, ,)...(X—a,)S
Donc (X —a,)...(X—a,,,)S=P donc (X—a,)...(X—a,,,)S|P
La propriété est vraie au rang n+1.
Par récurrence, la propriété est vraie V' n€N.
Corollaire :

1. Si P#0 a n racines distinctes, alors deg (P )=>n
2. Sideg(P)<n etsi P aaumoins n+1 racines distinctes, alors P=0
3. Si P aune infinité de racines, alors P=0.

3.3. Racines multiples

Proposition :
Soit PEK[X |, a€K, reN”
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (X—a)|P Définition : ' o
P(a)=0 On dit alors que a est racine de multiplicité
al)=

P'(a)=0 au moins r pour P.

P "(a)=0




Preuve :
Soit n=deg(P)>r
PYa) _ P(‘k)(a)

Taylor: P=Y ———(X—a)'=
,;) k! = k!

r C P<k) —r
(X—a)k+(X—a)Z k('a)(X—a)k

k=r .

=R =0
deg(R)<r—1<deg(X—a)", R estle reste de la division euclidienne de P par (X—a)
=1 (k)
_ P"(a)
l.o(X—a)P © R=0 kZ:(:) 0
On évalueen X=a : P(a)=0. On dérive, onévalueen X=a : P'(a)=0.
a)=P'(a)=..=P" a)=0 = 2.

(X=a)=0 & P(a)+P'(a)(X—a)+..4— 2

De proche en proche, P(

Proposition :

Soient PEK[X |, a€K, reN”

Les assertions suivantes sont équivalentes :
r+1

1. (X—a)|Pet(X—a) tP

2. d0eK| X| tel P=(X—-a) t 1) Définition :
© X1 tel que ( ayQetofa) On dit de a est racine d'ordre de multiplicité r pour P.

P(a)=0
P'(a)=0
3. :
P " (a)=0
P")(a)#0
Preuve :

1.=>2. : 30€K|[X] telque P=(X—a) Q
Si Q(a)=0, (X—a)|Q donc IRe€K|[X] tel que Q=(X—a)R
Dot P=(X—a) 'R Contredit (X—a) ™' }P, donc Q(a)#0
2. = 3. : D'aprés la proposition précédente, (X —a)|P = P(a)=0 P'(a)=0 ... P" "(a)=0
Donc P=(X—a) Q
Si P"(a)=0 alors (X —a) '[P (proposition précédente) : IREK]|X] tel que P=(X—a)(X—a)R
Donc Q=(X—a)R donc Q(a)=0 Impossible, donc P (a)#0
3.2 1. : P(a)=0 P'(a)=0 ... P" (a)=0 P"(a)#0 = (X—a)|P
Si (X—a)™"|P alors (proposition précédente) P(a)=0 P'(a)=0 ... P"(a)=0 Impossible
Donc (X —a) "'} P.

Proposition :
Soient PEK[X |, MeN", a,, a,,...,a
Si Vke[1,m],a, estracine de multiplicité r, alors :

(X—a,)"(X—a,)"...(X—a,)"|P

. . . *
. m racines distinctes, r,,r,,...,r, €N

Preuve :

(X_ai)_

i#j = a#a; (X—a)AN(X—a;)=1 car
. : a;,—aq a,—a

or [ ANB=1 o A ABC=1 donc (X—a) ' A(X—a,)'=1

ANC=1
AlC
Or (X—a,)|P et | B|C = AB|C
AANB=1

Donc (X—a,)"(X—a,)"...(X—a,)"|P

Remarque :
n

deg|(X—a,)"(X-a,)"...(X~a,)"|=Y r,.

k=0



Corollaire :
1. Si P#0 admet m racines différentes de multiplicité respectives r,,7,,...,r

m’

2. Si deg(P)<n etsi P aaumoins n+1 racines comptés avec leurs ordres de multiplicité, alors P=0.

Proposition :

Soit PER[X |, aeC, meN"
a est racine de multiplicité m pour P < a estracine de multiplicité m pour P.

Preuve :
P=a,+a,X+a,X’+...+a, X" a,a,a,..,a€ER

P(z)=a,+a,z+a,z’+...+a,7" P(z) = ay+a,z+az’ +...4a,(z) = a,+a,z2+a,z+...+a,7'=P(z)

te n 2z n
P(a)=0 P(a)=0 P(a)=0
P'(a)=0 P'(a)=0 P'(a@)=0
a est racine de multiplicité¢ m de P < : o : o :
P"Na)=0 | P" (a)=0  |P" (@)=0
P (a)#0 P () %0 P"(a)#0

< a estune racine de multiplicité m pour P.

4. Polyndmes scindés

Définition :
Un polyndme P, non nul, est dit scindé sur K s'il existe n€N, a,,a,,...,a,€K, A€K" tels que :
P=A(X—-a)(X-a,)...(X—a,).

Remarques :
1. n=deg(P) 3. A estle coefficient dominant
2. |a;} :racines de P 4. Cette factorisation est unique a I'ordre des facteurs pres.

Théoreme de d'Alembert-Gauss (admis) :

Tout polyndme de C| X |non constant admet au moins une racine complexe.

Corollaire :
Tout polyndme de C|X | non nul est scindé sur C.

Preuve du corollaire :
Récurrence sur n=deg(P)

- Pour n=0 : P=A avec A€C", P est scindé.
- Supposons n€N" et la propriété vrai au rang n. Soit P de degré n+1>1
Théoréme de Gauss = P admet une racine complexe : 3Q€C|[X]| tel que P=(X—a,)Q deg(Q)=n
On applique I'hypothese de récurrence 2 Q : 3A€C”, Ja,,a,,...,a,€C tels que :
0=AX—-a,)(X-a,)....(X—a,) = P=A(X—a,)(X—a,)...(X—a,) donc P est scindé.
La propriété est vraie au rang n+1.
Par récurrence, la propriété est vraie pour tout n€N .

Proposition :
‘ Les polyndmes irréductibles différents de 0 de C[X | sont exactement les polyndmes de degré 1.

Preuve :
— Les polynomes de degré 1 sont irréductibles.

— Si deg(P)=>2 d'apres le corollaire, P est scindé, P=A(X —a,)(X—a,)...(X—a,)
P n'est pas irréductible car (X—a,)|P et (X—a,) n'est pas constant s'il est associé a2 P.

alors deg(P)=>r +r,+...



Proposition :
‘ Les polyndmes irréductibles non constants de R [ X | sont exactements ceux de degré 1 et ceux de degré 2 2 A<O.

Preuve :
PER| X | non constant

- Si deg(P)=1, P estirréductible.

- Si deg(P)=2 et A<O0, P estirréductible.

- Soit P irréductible tel que deg(P)>1. D'apres le théoreme de Gauss , P admet un racine complexe a (a€R)
PER[X]| = aestracinede P et ag¢R = a#a = (X—a)(X—a)|. P
(X—a)(X—a)=X"-2R(a X+|a] €R|[X]| donc (X—a)(X—a) |, P
P estirréductible = IAER" tel que P—A(XZ—Z‘J{(a)X+|a|2) donc deg(P)=2 A=4(R(a |a| <0

5. Relations coefficients / racines

1.~ n=2
_—b
. 2 : o,=x,+x o=
Si P=ax"+b x+c apourracines x ,x,, onpose | " "1 "2 etona
O,=X,X, 0-222
a
5.2. n=3
Soit P un polyndme de degré 3, scindé : P possede 3 racines x,,x,, X;.
P=aX+bX’+cX+d=a(X—x,)(X—x,)(X—x,)
P=aX’—aX’(x,+x,+x,)+aX(x,x,+x,x,+X,x,)—X, X, X,
-b
()',:)cl—ch—l-)c3=7
On pose { o,=x, x,+x,x,+x, x3:§ 0,,0,,0,: relations symétriques élémentaires.

_ _—d
O3=X | X, X3= P

5.3. neN

Soit P un polynome de degré n=>1, scindé : P posseéde n racines x,,x,,..., X
P=a X"+a, X" '+.4+a,X'+a,=a,(X—x)(X—x,)...(X—x,)
P=a, |X"—(x+x,+..+x,)X" 1—i—( > x X;

I<i<j<n

ne

X"+ (=1)"(x,x,...x,)

—_ __anfl Z
o, =x,tx,+...+tx, = XX =—
n I<i<j<n
o) . _ _ kQ,—
npose: g, = X, XX, =(=1)
1<i<i<..<i;<n i a,
— —(_ 1y %
o,=Xx,X,...x,=(—1) =
n
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